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1. POLINOMIOS

Problema 1.1. -
Demuestra el Teorema 2.1.10. Es decir,

Sean A, B anillos y ¢ : A — B morfismo de anillos, entonces existe ¢ : A[r| — B[] morfismo

de anillos, dado por
n e
& ( Z f:,-.:") = Z dla;)x'.

i=( i=()

Demostracion: Veamos que la funcién efectivamente es un morfismo.

e Esta bien definida, pues para cada a, € A se tiene que ®(a,) € B y entonces X @(ai)xi € Blz]

n

e Sean p(z),q(z) € Alz] con p(z) =27 aixi v qz) =27, bixi, entonces

® morfismo <

~
Il
o
~
Il
o
~.
Il
[en)
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[en]

A

por lo tanto, ®(p(z)+ q(z)) = D(p(z)) + D(q(x)) -

eSean p(z),q(r) € Az] con p(z) =27 aixi vy qz) =27, bz.a:i, entonces
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n n n n n
D(p(x)q(z)) = Cf)(Zaixi Zblxz) = @(Z(cl)xz) = Zd)(ci)xi = (2 akb.)xi
R
i=0 i=0 def 30 def 120 def 125 ki=i
n . n . n . n .
= > ®(a b))’ = > ®(a, )P0 )]z" =) ®(a)z' )y OO, )z"
CDmorfismOZ[k+j:z‘ ( k ]>] morfismoz[kJrj:i ( k) (])] Z ( Z) Z (l)
=0 i=0 =0 =0
= O(p(z))D(¢(z))
por lo tanto, d(p(z)q(z)) = D(p(z))d(q(z)).-
Por todo lo anterior concluimos que ® es morfismo de anillos.
|
Problema 1.2. -
Demuestra el Lema 2.1.11. Es decir,
Sean R un anillo conmutativo unitario y f(z), g(z) polinomios no cero en R[z]. Entonces

a) 5i flx)g(z) tiene grado, entonces
grad(f(z)g(z)) < grad(f(z)) + grad(g(z)).
b) Si f{x) + g(x) tiene grado, entonces

prad( f(x) + glx)) < max{erad( f(x)), grad{g(x))}.
Demostracion:

a)Consideremos f,g € Rlz] con f:= (ag,ay,-ya,,0,...) 'y g:=(byby.-s0,,,0,...), entonces

tenemos que grad(f)=n y grad(g)=m PD grad(f-g)<n+m PDVk>m+n se tiene que
(f9)(k) =0.

Sabemos que para cada k >m+n se tiene que (fg)(k) = Zi+j:k f(@)g(j) vy notemos que si i >n,
tendremos que entonces f(i) =0 pues grad(f) =n y de forma similar si ¢ <nentonces j=k—1
>k-n>m+n—-n=mcon lo que g¢g(j)=0 pues grad(g)=m .. Zszk f@)g(5))=0 =

(f9)(k) = 0 por lo que a partir de k¥ hay puros ceros.

Sin embargo, dado que (fg)(m +n) = zi+j:n+m f(@)g(j) = f(n)g(m) podria pasar que f(n)g(m) =0

pues R[z] es un anillo cualquiera, por lo que concluimos grad(fg) < m+n = grad(f)+ grad(g) .
|

b) Consideremos f,g € R[z] con f:= (ag,ay,-r0,,0,..) v g:=(by,by,...,0,,,0,...), entonces
tenemos que grad(f)=n y grad(g)=m PD grad(f+g) < max{n,m} PD grad(f+g)<m y
grad(f+g)<n.
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Sabemos que para cada k>m se tiene que (f+g)(k)= f(k)+g(k) pero como grad(g)=m
entonces g(k) =0 por lo que (f +g)(k) = f(k), con lo que grad(f +g) < grad(f)=n.
Andlogamente si k>n se tiene que (f+g)(k)= f(k)+g(k) pero como grad(f)=n entonces

f(k)=0 por lo que (f+g)(k) = g(k), con lo que grad(f + g) < grad(g) =m.

De estos dos casos concluimos que grad(f+g)<m y grad(f+g)<n por lo que

grad(f + g) £ max {n,m} = max {grad(f), grad(g)} .

2. DOMINIOS ENTEROS

Problema 2.1. -
Demuestra el otro caso del Teorema 2.2.5. Es decir,

Sea B un anillo. Entonces, R es un anillo sin divisores derechos de cero si, v solamente si,
satisface la ley de cancelacion derecha para la multiplicacién.

Demostracion:
=] Sea ae R—{0} y bceR tal que ba=ca = ba-ca=0 = (b—c)a=0 pero a no es

divisor derecho del cero = b—c=0 = b=c por lo que se cumple la ley de cancelacién.

<] Sean ae R—{0} vy beR tal que ba=0. Como ba=0=0-a y se cumple la ley de

cancelacién, se tiene que 0 = b, por lo que no hay ningin divisor derecho de cero.

Problema 2.2. -
i) Demuestra la Proposicion 2.2.16. Es decir,

Sean D un dominio entero y f(z), g(z) polinomios no cero en D[z|. Entonces

grad( flx)g(x)) = grad( flz)) + grad(g(z)).

b) Presenta un ejemplo de R un anillo conmutativo unitario v flx), glz) polinomios en
R[z], tales que
grad( f(x)g(x)) < grad( flx)) + grad(g(z)).

Demostracion:

a]Sea n = grad(f(z)) y m = grad(g(z)), entonces tenemos que Vk >n+m
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=S fglk i)=Y f@gk—)+ D i)glk i)

pero para la primera suma, como 1<i<nyk>n+m = k—i>m, por lo que g(k—14)=0,
analogamente para la segunda suma, como n+1<¢<k = i>n, porlo que f(i) =0, entonces,
(fg)(k)=0 Vk>m+n.

Solo vasta ver que (fg)(n+m) # 0, en efecto, tenemos que

(fg)(n+m)=zn_+1m lef n+m—z)+fn)gm)+2:Z Y 0)g(n+m—1)

y nuevamente para la primera suma, como 1<i<n-1 = n+m-i>m+1, por lo que

g(n+m —17) =0, andlogamente para la segunda suma, i >n+1, por lo que f(i) =0, entonces,
(fg)(n+m) = f(n)g(m) y dado que D es dominio entero, dado que fy ¢ no son el polinomio
cero tendremos que f(n) #0y g(m)#0 = f(n)g(m) # 0, lo que queriamos demostrar, por lo que

obtenemos que

grad(fg) = n+m = grad(f) + grad(f)
| |

b|Sean 1+ 2z+32%, 1+22° Zglz], tendremos que el ultimo factor de su producto serd

2.322 =622 =022 =0, por lo que el grado del producto serd menor a 4, que es la suma de los

grados de los polinomios.
[

3. IDEALES PRINCIPALES Y DIVISIVILIDAD

Problema 3.1. -
Demuestra ¢l Lema 2.3.3, Es decir,

Sean [ un anillo conmutative v a, b c € i
i} La divisibilidad es transitiva. Fs decie, st a | by b | e entonees a | o
by Sia|bya|centonees a |b+cvalb—-c

¢} Sia | b entonces a | be.

Demostracién:
a]Sean a,b,c € R tales que a|by b|c entonces 3d,e € R tales que b=day c=eb, por lo que
¢ =e(da) = (ed)a , es decir, a|c.
[
b] Sean a,b,c € R tales que a|by b|c entonces Id,e € R tales que b=da y ¢ =eb, por lo que
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eb+c=da+eb=da+eda=(d+ed)a, es decir, a|b+c
eb—c=da—eb=da—eda=(d—-ed)a, es decir, a|b-c

[
c] Sean a,b,c € R tales que a|b entonces Id € R tales que b =da, por lo que bec = dac = (dc)a

, es decir, a|bc (esta ultima se da pues es anillo conmutativo)

4. DOMINIOS M.C.D

Problema 4.1. -
Demuestra la Proposicion 2.4.3. Es decir,

Sea B oun anillo conmutativo unitario, a6 € B v w & B unidad. Si d [, B) entonces

i = (a,d), es decir, 81 d es el mem de a y b entonees enalguier asociado de d tambidn lo s,

Demostracion: En efecto, sea d = (a,b) y veamos que du también es maximo comun divisor.
Como d = (a,b) tenemos que d|a y d|b entonces c,e € R tales que a =cd y b =ed por lo que
a=cuud y b=evud = a=(cuudy b= (ew  Iud entonces dulay dul|b (por
conmutativad). Ahora sea ¢ e R tal que q|ay q|b, entonces como d = (a,b) tendremos que

q | d por lo que por el problema 3.1 q|du .. du=(a,b).

5. PRIMOS E IRREDUCIBLES

Problema 5.1. -
Demuestra la Proposicion 2.5.4. Es decir,

Sea L un dominio entero. Siop e 1 es primo (irredocible) v g € 0 o8 asociudo aop entonees p
o8 primo (irreducible),

Demostracion:
Caso1:Sea pe D primoy g e D asociado a p entonces g = pu con u unidad.
Asi sean a,be D tales que ¢|ab = pu|ab= Fce D tal que ab=c-pu = ab=(cu)p por

conmutatividad, por lo que p|ab y como p esprimo p|a o p|b.Si p|a entonces existe d € D
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tal que a=dp = a=du'up = a= (du_l)pu = pula = q¢|a y de forma similar si p|b

entonces ¢ |b, por lo que ¢ es primo.

Caso 2 :Sea p e D irreducible y ¢ € D asociado a p entonces ¢ = pu con u unidad.

Asf sean a,be D tales que ab=q => ab=pu = abu"'=p entonces como p es irreducible
tendremos que @ o bu~!' es invertible. Si a es invertible terminamos, si bu~' es invertible
tendremos que existe ¢ e D tal que (bu_l)c =1 = b(u_lc) =1 por lo que b es invertible, con

esto ¢ es irreducible.

Problema 5.2. -
Clonsidera
Zv=bl={la4+b/=bh:abc I}

como subanillo de €

rf.] Munestrin i a 24 1-"‘? o8 irredueible en ;Il\rq]
b} Muestra que b= 2 — /=5 es irreducible en Z[/—5).
¢} Muestra que 3 es irreducible en Zfv/—5].

d) Muestra que a v b no son primos en Z[v/=5).

¢) Concluye que Z[v—5] no es DFU,

f} Muestra que Z[+v/—5] es dominio entero,

g) Concluve que Z[+/=35] es un ejemplo de un dominio entero que no es DEFU,

Demostracion: Antes de empezar los incisos demostraremos que 1 y -1 son los tinicos
invertibles en Z[V-5]. En efecto sea a+0bVv-5 invertible, entonces existe z+yv-5 tal que

2 2
(z+yv-5)(a+bVv-5) =1, entonces ‘a:+y\/—5‘ |a+b\/—5| =1 = (Z+5yH)(a® +5b%) =1,
entonces necesariamente a2 +5b% =1 , y si pasara que b=#0 tendriamos que
b2>1 = a®+5b2 25 lo cual es imposible, por lo que b =0 y entonces =1 = a= +1, con

lo que los tinicos invertibles son 1y —1.

a]Sean x+y\/—75, a+b-5 e Z[\/g] tales que (x+y\/g)(a+b\/g) =2+4/-5, entonces

|2+\/—75|2=‘x+y\/—75‘2|a+b\/g|2 = 4+5:(x2+5y2)(a2+5b2)

(z% +5y%)(a® +5b%) =9
entonces tenemos tres casos

eSi 22 +5y2 =1y a® +5b% =9 terminamos



Algebra Moderna II Ejercicios

eSi 22 +5y2 =9y a? +5b% =1 terminamos
eSi 2245y =3y a®+5b> =3, tendrfamos que b=y=0 pues de mno serlo
22 +5y2 25y a®>+5b2 25 lo cual es absurdo, entonces z2 =3y a® =3!!l pero esto no es

posible, pues z,a € Z, por lo que este caso no es posible. Por lo tanto, 2++/-5 es irreducible.

[
2 2
b] Es anédlogo al caso anterior pues |2 —\/—75| = |2 + \/—75| .
|
2 2
c¢|] Igualmente es analogo, pues |3|2 = |2 —\/—_5| = |2 +\/——5| )
[

d] Veamos que 2++-5y 2 -v-5 no son primos. En efecto, para el primer caso tenemos que
2+4-5[3-3 pues 9= (2+\/j5) (2—-+/-5), pero 2+-5 |3 ya que 3 es irreducible.

Anaélogamente el otro caso.
[

e|] Por el inciso anterior podemos decir que no es un DFU ya que encontramos un irreducible

que no es primo.
|

f] En efecto, como C son dominio entero y Z[V-5] es subanillo entonces serd dominio entero.
|

g] En efecto, Z[V-5] es un ejemplo de un dominio entero que no es DFU.

Problema 5.3. —

Demuestra al menos uno de los casos que no demostramos del Teorema 2.5.14. Es decir,

Sea A un anillo unitario. Entonces todo ideal fzquierdo 6 derecho propio de B estd contenido

en un ideal respectivamente izquierdo ¢ derecho maximal de R,

Demostracion: Estaba muy largo jaja : (

Problema 5.4. —
Sea R un anillo con uno. Demuestra que B es anillo con division, si y sdlo si, los dinicos ideales
izquierdos y derechos de R son {0} v R.

Demostracién:
—=|Supongamos que R es anillo con divisién, entonces todo elemento distinto del cero es

invertible. Ahora sea I < R ideal izquierdo, si I ={0} terminamos, entonces supongamos que
I #10} por lo tanto existe a eI, a =0,y dado que a es invertible tendremos por definicién

deideal que 1=a'-ael porloque I =R (proposicién vista en clase). De forma analoga para

ideales derechos.
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<|Supongamos {0} y R son los tnicos ideales de R. Sea a € R, sabemos que aR es ideal
derecho de R, pero los tnicos ideales son {0} y R, pero aR # {0} pues a =a-1 € aR por lo que
aR = R, entonces como 1€ R existe b € R tal que 1= ab, igualmente tenemos que Ra es ideal
izquierdo de R y por las mismas razones se tiene que Ra = R por lo que existe ¢ € R tal que
1=ca, con esto tenemos que c=c(ab)=(ca)h =b y entonces 1=ab=>ba por lo que a es

invertible, y asi, R es anillo con division.
| |

Problema 5.5. —

Sea B un anillo conmutativo con uno e I un ideal bilateral de B Entonces B/T es un dominio

entero si v s0lo si T es un ideal primo de R,

Demostracion:
—|Supongamos que R /I es un dominio entero. Sean a,b € R tales que abe I, entonces

ab+I=1 = (a+I)(b+1) =0p,; DPero como es un dominio entero se tiene que

a+I=0p,; ob+I=0R/I,eS decir, ae I o be I, por lo que I es ideal primo.

R/
<|Supongamos que/ es ideal primo. Sean a+I,b+I1e€R /I tales que (a+1)(b+1)=0,

entonces ab+I =1 = abe I pero como es un ideal primo se tiene que a el o b e I, es decir,

a+I=00b+I=0,porloque R/I es dominio entero.

6. DOMINIOS DE FACTORIZACION UNICA

Problema 6.1. —
Considera
Z2i] ={a+2bi:a,be E}

como subanillo de C.

a) Muestra que Z[2i] es un dominio entero

b) Muestra que 2, 2i y —2i son irreducibles en Z[2i].

t

d

¢) Muestra que 2 y 2i no son asociados Z[2i].

Muestra que 4 £ Z[2:] tiene dos factorizaciones en irreducibles donde los irreducibles no
son asoclados,

¢) Concluye que Z[2i] es un ejemplo de un dominio entero que no es DFUL

Demostracion:
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a]Como es subanillo de un dominio entero, también serd dominio entero.
|
b] Veamos cuales son los unicos invertibles de Z[2¢]. Sea a+2bi invertible, entonces existe

2 2
T +2yi tal que (z+y2i)(a+b2i) =1, entonces |:v +y22’| la+b2i =1 = (2% + 4y (a® +4b%) =1,
entonces necesariamente o’ +4b% =1 , y si pasara que b=#0 tendriamos que
b2>1 = a®+4b% >4 lo cual es imposible, por lo que b =0 y entonces =1 = a= +1, con

lo que los tnicos invertibles son 1y —1.

Ahora, sean x+y2i, a+b2i e Z[2i] tales que (z+y2i)(a+b2i) =2, entonces

2 ) 9
|2| =|x+y2l'| |a+b2i| = 4=(x2 +4y2)(a2+4b2)
entonces tenemos tres casos

eSi 22 +4y? =1y a® +5b% = 4 terminamos
eSi 22 +5y%2 =4y a® +5b% =1 terminamos
eSi 2245y =2y a®+5b2 =2, tendrfamos que b=y=0 pues de mno serlo
2?2 +4y> >4y a®+4b2 >4 lo cual es absurdo, entonces z2 =2y a? =2l pero esto no es

posible, pues z,a € Z, por lo que este caso no es posible. Por lo tanto, 2 es irreducible. Y los

casos para 2i y -2i son andlogos pues tienen el mismo modulo.
|

¢|] Las tunicas unidades son 1 y -1, y efectivamente 2 # (1)2i y 2 # (-1)2¢ por lo que no son

asociados.
]

d] ;No deberia ser mas bien 4i7 Tenemos que 4i = (24)(2) y 4i = (-2¢)(-2) donde son irreducibles

y no asociados.
[

e] Por el inciso anterior podemos decir que no es un DFU ya encontramos un elemento que no

tiene factorizacion tnica.
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7. CAMPO COCIENTE

Problema 7.1. —

Demuestra que la operacidén multiplicacidn en el campo de fracciones no depende del repre-
sentante. Es decir,

Sea D un dominio entero, Definimos el conjunto:
M = {(a,b):a,be Dy b#0}
La relacidn de equivalencia sobre M
(a,b) ~ (e, d), 81 v solo si, ad = be

Denotemos por [a,b] la clase de equivalencia en M de (a,b) y sea Q(D) el conjunto de todos
las clases de equivalencia [a, b]. Esto es,

Q(D) = {[a.b] : a.b € Dyb +# 0}

Y definamos la multiplicacion para [a,b], [c. d]Q(D) como
la, b][e. d] = [ae, bd)]

Demuestra que si [a,b], [a', V'], [e.d], [¢/,d'] € Q(D), con [a,b] = [a".¥] v [e.d] = [¢/.d]. Enton-

ces [ac, bd] = [a'd, b'd"].

Demostracion: En efecto, como [a,b] =[a',b'] = (a,b) ~ (¢’,b") e igualmente como
[e,d]=[c",d"] = (c,¢)~(c,d") yentonces ab’=ba" y c¢d’=dc” con lo que multiplicando estas dos

tenemos que ab’cd’=ba’dc” = acb’'d’=bda’'c" < [ac,bd]=[a’c’,b'd’]

Problema 7.2.

Sea D un dominio entero v sea p € (D) no cero. Entonces existen a, b £ I no cero tales que
Lo

(a.b) =1y 3=p

Correccion: D es dominio entero MCD.

Demostraciéon: Como p € Q(D), entonces existen a,b € D, d # 0 tal que p =[a,b] = %

Sea d =(a,b) (que existe ya que D es dominio MCD), entonces d|a y d|b por lo que existen
s,t e D tales que a=sdyb=td entonces [a,b]=][s,t] pues at=sdt=dts=bs. Ahora sea
d’=(s,t) entonces d'|sy d’|t por lo que existen s,t’e D tales que s =sd" y t =t’d", entonces,
a=sddyb=t'dd = dd

aydd|b yademés d|dd” ! pero esto es absurdo pues d era un

10
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maximo comun divisor, por lo que d’=1. Y entonces los elementos buscados son s,t € D ya

que son tales que (s,t) =1y p= f

8. DOMINIOS EUCLIDEANOS

Problema 8.1. —

Sea D) un dominio Euclidiano con valuacion d. Entonces,
a) Sil# ae D entonces d(1) < d{a).
b) Sean a # 0, b # 0 € D tales que a es asociado de b Entonces d{a) = d(b).

c) Un elemento 0 # a € D es invertible si, y s6lo si, d(a) = d(1).

Demostracion:
(a) Como D es un DE entonces d(1) < d(1-a) Va#0 = d(1) <d(a)
(b) Como a y b son asociados existe u € D unidad tal que b =a-u y como D es un DE entonces
d(a) < d(u-a)=d(b) y por otro lado d(b) < d(u™b) = d(a) por lo que d(a) = d(b).
(c) Por el primer inciso tenemos que d(1) < d(a) .
=]Como a es invertible existe o™ tal que aa”! =1 entonces d(1) < d(a) £ d(a‘a_l) =d(1) por
lo que d(a)=1.
<| Por ser d valuacién tenemos que existen ¢,r € D tal que 1=ga+r con r=0 o d(r) < d(a)
pero lo segundo es imposible pues tendriamos que d(1) < d(r) < d(a) = d(1) y entonces d(1) < d(1)!!

por lo que r =0 entonces 1= ga por lo que a es invertible.

Problema 8.2. —

Definicién Sea DD un dominio entero. Definimos una norma Dedekind-Hasse como una funcién
N : D — Zu{0} tal que

a) N(0)=0
b) Para cada a,b € D, o bien a € (b) o bien existe ¢ € (a,b) (no cero) tal que 0 < N(e) <
N(b).
Vas a demostrar el signiente resultado:
Proposicion Si DD dominio entero tiene nna norma Dedekin-Hasse, entonces D es un DIP.

Sugerencia Dado T C D un ideal, considera b € T un elemento no cero de norma minimal.

Demostracion: Sea I < D un ideal y b e I distinto de cero con norma minima.

11
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PD] I = (b). Por definicién de ideal generado tenemos que I o (b) por lo que solo basta probar

la otra contencién.

Sea a € I, entonces por hipotesis de norma de Dedekinf-Hasse a e (b) o existe c e (a, b> tal que
0 < N(c) < N(b), pero si pasara lo segundo tendriamos que c e (a, b> cl = 3Jcel tal que

N(c) < N(b)!!! pero esto no es posible pues b era de norma minima, por lo que a € (b) .

Problema 8.3. —
Definicion Sea I un dominio entero 1.;’) = U(n)yu {(l}. w e [ D es un divisor lateral
universal si para todo @ € D existe z € D tal que u | @ — =.

Demuestra que:
a) 1 es un divisor lateral universal si v sdlo si para todo x € 1) existen g € D v z unidad o
cero tal que r = qu + z
b) Si D es un dominio euclideano que no es un campo. entonces D tiene divisores laterales

universales.

Demostracion:

(a) En efecto, uereD- D es un divisor lateral universal si y solo si Vz e D existe z e D tal

que u|z—z siy solosiexiste ge D talque z—z=qu < z=qu+z2.

(b) En efecto como D es dominio euclidiano (por tanto dominio entero) que no es campo
entonces no todos sus elementos son invertibles, por lo que D#@, conellosean ue D—D con
valuacién minima y z € D, entonces existen ¢, € D tales que z =qu+r con r=0 o d(r) < d(u)
, Sl pasara que r € D entonces r es unidad o es cero y sl pasara que r € D-D entonces no
podria pasar que d(r) < d(u) por la eleccion de u por lo que r =0, en cualquiera de los dos
casos tenemos que r es unidad o es cero por lo que por el inciso anterior u es un divisor lateral

universal.
| |
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