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CAMPOS

Problema 1. -
Sea K un campo v 5 € KA. Entonces la interseccidon de todos los subcampos de K que
contienen a S es un subcampo de K (que contiene a S).

Demostraciéon: Sea S ={F c K : F subcampo y S c F}, veamos que se cumple lo pedido.

eComo 0 € F para cualquier subcampo de K entonces 0 e S .
eSean a,be S entonces a,be F para todo F subcampo de K = a—-beF y por tanto

a-besS.

eSean a,be S, b#0 entonces a,b e F para todo F subcampo de K = abteF y por tanto

abteS.

Por estos tres puntos S es subcampo de K y ademdas como para cada K, S c K entonces
Sc{FcK:Fsubcampoy Sc F}=25.

Problema 2. -
Demuestra los detalles que nos faltaron para probar:

Si (F.+p, p) es una extensicon de campos de ( E, + 5, - ). entonces F' es un E-espacio vectorial,
es decir, un espacio vectorial sobre el campo FE.

Demostracion: Ya probamos todas las propiedades con la suma.
Como F' es extension de campos de F existe ¢ : E — F monomorfismo de anillos unitarios.

Se define el producto por escalar como -: ExF — F dada por e-f =o(e)- f. Veamos que se

cumples las demas propiedades.
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*Sean  a,be E'y feFentonces  a-(b-f)=a-(e(b)f) = o(a)[e(0)f] = [p(a)o®)lf = @(ab)f

morfismo

= (ab)- f, por lo que la operacién es asociativa.

«El elemento 1, es el neutro pues 1, -f=o(ly)f =1,f=f.

«Sean a € E'y f,g € Fentonces a-(f+g)=0(a)(f+9)=09(a)f +9(a)g =a-f+a-g por lo tanto se
distribuye en la suma.

«Finalmente, sean a,be FEy f e Fentonces (a+b)-f=0o(a+b)f =][o(a)+ob)]f=0o(a)f+¢b)

=a-f+b-f por lo tanto se distribuye en la suma de escalares.

Por lo tanto, es E -espacio vectorial.

Problema 3.
Sean F un campo, A un anillo v f: £ — A un morfismo de anillos. Demuestra que si f es
no cero, entonces f es monomorfismo.

Demostracion: Sabemos que ker(f) es un ideal de F' y al ser F' un campo, sus Unicos ideales
son {0} o F', por lo que ker(f)={0} o F, pero no puede pasar que ker(f) = F pues significaria
que VaeF, f(a)=0 = f=0!l pero por hipdtesis esto no pasa. Entonces ker(f) = {0} por lo

que es inyectiva y por tanto, monomorfismo.

Problema 4. -
a) Sea F'un campo finito de orden ¢ v sea f(x) un polinomio irreducible en Flz] de grado
n = 1. Demuestra que F[z]/{f(z)) tiene ¢" elementos.

b) Deduce que si p € Z es primo v n € M es no cero, entonces podemos construir un campo
con p" elementos.

Demostracion:

(a)

Problema 5. —

Demuestra que R[z] es un campo isomorfo a C

/<a’ +1>
Demostracion: Sabemos que C /R es una extensién de campo y i € C es un elemento

algebraico sobre R, pues p(z) = 22 +1e R[z] es tal que es monico y p(i) =0. Mas atn, p(z) es

irreducible pues si ¢(z),r(z) € R[z] no unidades, son tales que p(z)=q(z)r(z) = 0=q())r(7) y

entonces si suponemos que ¢(i)=0, dado que necesariamente grad(q)=1, entonces
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a(i)+b=0 < b=—ai locual es imposible pues a,b € R por lo tanto no puede pasar que ¢(i) = 0
, analogamente para r(z) por lo cual uno de los dos tiene que ser unidad, es decir, p(z) es

irreducible.

Con esto tendremos por el Teorema 3.3.6 tendremos que existe un isomorfismo

¢ : Rz] > R(7), y como R(i)={a+ib:a,be R} =C entonces tenemos un isomorfismo

/<p(z
entre R[w]/<x2+1> y C, por tanto, R[x]/<xz+1> =C.
(Esto es pues por el Teorema 3.2.12 R[z] es campo.)

/<z’+1>

Problema 6. —
Describe todos los ideales del anillo Flz|/(f(x)), donde F es un campo y f(x) € Flx].

Sugerencia: Decribelos en términos de la factorizacion de f(x).

Demostracion:

Problema 7. —

Demuestra que F es una extension de grado 1 de F, si v sdlo si, FF = F.

Demostracion: Recordemos que si E es una extensién de F existe F'= F subcampo de FE .

=] Vamos a demostrar que E = F'.

Supongamos que [E : F]=1= [E: F]=1 y por contradiccién supongamos que I # E , entonces
necesariamente F c E , entonces sea e € E\F que serd un elemento algebraico sobre F (ya que
la extensién es finita = algebraica) por lo que por el teorema 3.3.6 existe p(z) e F[z] monico e
irreducible tal que p(e)=0, por otro lado, sabemos que F < F(¢)c E y entonces por la

proposicién 3.2.8 tendremos

1=[E: F|=[E:FE)[Fe): F] o [E:Fe)]=[Fe):F]=1

entonces grad(p(z)) =[F(e): F]=1 = p(r)=az+b con abeF, entonces ple)=0 <

ae+b=0p & e= —ba~' € F por lo tanto e e F' Il esto contradice el hecho de que e e E\F
F campo

por tanto E=F=F.



Algebra Moderna II Ejercicios

<] Supongamos que F = E, entonces E es un subcampo isomorfo a F' de E por lo que E es
extensiéon de campos de F . Ademéas para cada e e E existe un unico ¢ € F tal que ¢(é) =e,
por lo queE ={e:ee E} ={61E :eeE} :{(p(é)lE T € eF} = {é'lE tee F} =<{lg,} > por tanto
dimy E =1, es decir, [F: F]=1.

Problema 8.

Da un ejemplo de dos eampos K v F tales que K sea una extension finita de F, pero F no
sea una extension de K.

Deduce gue la relacion K es extension finita de F' no es una relacion de equivalencia,

Demostracion: Sea K =C y F =R, tenemos por lo visto en clase que [C:R]=2 <o es una

extensién finita, pero R mno es extension de C ya que si lo fuera tendriamos que
[C:C]=[C:R][R:C] = 1=2[R:C]!!

Por tanto, la relacion de extensién finita no es de equivalencia pues no se cumple la propiedad
simétrica.
[

Problema 9. —
Sea E/F una extension del campo F v sea o € E. Muestra que o es algebraico sobre F si, v
silo si. Far) es una extension finita de F.

Demostracion:

—]Sea da por el teorema 3.3.6.
<] Supongamos que [F(a): F]=n <o , entonces es una extensiéon algebraica, por lo que
Vf e F(a) 3p(z) € Flz] tal que p(f) =0, en particular a € E < F(a) por lo que 3p(z) € Flz] tal

que p(a) =0, entonces o es algebraico sobre F.

Problema 10. -
Sea F(a) extension simple finita de F v p(x) es el polinomio irreducible de o sobre F. Si o
no es rajz de f{x) € Flx].
a) Demuestra que plx) no divide a f{x);
b} Conecluve que (p(x). f(x)) = 1;
¢) Deduce que existe un polinomio a(x) en Flx] tal que a(a) es el inverso multiplicativo de
fla) € Flal;

d) Concluye que los incisos anteriores proveen un algoritmno para encontrar el inverso de un
elemento (no nulo) en Fla].

Demostracion: Podemos considerar a p(z) monico sin pérdida de generalidad.
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(a)En efecto, si pasara que p(z)| f(z) entonces existiria ¢(z) € Flz] tal que f(z)= p(z)q(z) y
entonces f(a) = p(a)g(a) = 0g(a) = 0!, esto contradice que o no es raiz de f(z), por tanto,

p(z) | f(z).

(b) Sea d(z) = (p(z), f(z)) , entonces d(z)| p(z) y d(z)| f(z), pero si d(z)|p(z) = p(z)= q(z)d(z)
y al ser p(z) irreducible entonces ¢(z) o d(z) es unidad. Si d(z) es unidad entonces d(z) =d € F
por lo que d | p(x) pero al ser p(z) monico la tinica posibilidad es que d =1. Si ¢(z) es unidad,
entonces ¢(z) =¢q e F por lo que p(x) = q¢d(z) y nuevamente ¢ | p(x) por lo que ¢ =1 entonces
p(z) = d(z), pero de ser el caso tendriamos que p(z)| f(z) lo cual no pasa, entonces la tnica

posibilidad es que d =1.

(c)Por los incisos anteriores como p(z) | f(z) v (p(z),f(z)) =1 entonces f(z)| p(z) pues de
hacerlo tendriamos que (p(z), f(z)) # 1, de esta manera por el algoritmo de la divisién existen
q(z),r(xz) € Flz] con 0% r(z)y grad(r(z)) < grad(f(z)) tal que p(z)=q(z)f(z)+r(z), entonces
nuevamente por el algoritmo de la divisién aplicado a r(z) con ¢(z)(pues r(z)=0) existen
q,(z),r(z) € Flz] con 0 =r/(z) o grad(r (z)) < grad(r(z)) tal que q(z) = q,(z)r(z)+r(z).

Si 0=rn(z) entonces ¢(v)=q,(z)r(z), por lo que p(z)= q,()r(z)f(z)+r(z)=r(z)[q,(z)f(z) +1]
entonces 0 = r(a)[q, (a)f(o) +1]

OSi r(a) =0, entonces p(a) = g(a)f(a) +r(a) = 0=g(a)f(c)

Problema 11. —
Considera a = 2124 3/2, Usando el hecho que p(x) = =

de n. Calenla o,

4~ 10x* +1 es el polinomio irreducible

Sugerencia: Sustituyve a en plx) v factoriza o.

Demostracion:



