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.. Atque si porrd ad altiores gradatim potestates pergere, levique ne-
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Sunnnae Polestatum

In=4nn+3n

[nn = -}v\3+:'m\+%n

fn?=Int4+Ind+Inn
Int=1n3+dnt+in?—Jfn

[n®=1n® Znt — fhnn

.‘n“-f_ln-- 7 P—&n;-{-ll:n

n’ ::m“ -} = Z:IIIJ t -ll:lm

fn® :Ivﬂo|-lr 3 ‘-—,i_:;"z '_!Ld“
fnf=4nl0y "Jnﬂ 1 §||“ 1:6!1‘; 1 %n’ TIZ“”
Sl =dn? 4 In10 4 3n? —1n7 +1n5 - Jnd + En

Quin imo qui legem progressionis inibi attentuis ensperexit, eundem eti-
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Por lo que tenemos los siguientes resultados
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Sea S (z) visto como polinomio en r, entonces ¢ =S m'(O) es el coeficiente del termino lineal

pero tenemos que

S, (x)= m1+1 Z[m+1j

por lo que sustituyendo en cada renglon obtenemos que




Definicion

Se definen a los Numeros de Bernoulli como:

-1
1 —(n+1 1 1 1
B, =1, B =-— B B.=1,B,=—, B=—, B,=0, B,=——, B. =0

Veamos algunos resultados de ellos

n
o Z(ZJB]C:B" para n > 1

k=0

e Podemos calcular los numeros de Bernoulli hayando su funcion generadora
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el lado derecho es una funcion par, entonces del lado izquierdo no puede haber factores impares .. B, ;=0,Vn=>1



Teorema 1

Para todo z € D(0,m) se tiene que

1 0 B 2277/ _
coth(z) = —+ 2n 2n—1
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Dem. — Igual que lo anterior se tiene que
2 — B — B
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Con todo lo anterior contestamos la pregunta por una formula cerrada para 1™ +2™ +---+n™ m e Z,

.. Que pasa si m <07 No hay mucho que se pueda hacer sobre ello.

=1
e H = E —— son los llamados numeros armonicos generalizados
’ m
1 k

n

eSim=1, H = ) —— son los llamados numeros armonicos relacionados con la constante de FEuler
m
k=1F

y= lim H_-In(n)=~0.57721...

n—»0

Pero si podemos hablar de las series

o0
e Si m = —1,tenemos la conocida serie armonica Z— la cual diverge (Nicole Oresme, en 1350 aprox)
n=1 &
S
e Si m = —2,tenemos el Problema de Basilea 2—2 resuelto por Fuler
n=1"7



Proposicién 1 (Leonhard Euler-1735)
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Sin embargo Euler fue criticado por la suposicion de tratar a las series como polinomios.




Productos infinitos y la funcion C




Definicién (Funcion Zeta)

Sea s € C, +1, entonces definimos a la funcion ¢ como:

Proposiciéon 2

La funcion ( esta bien definida y ademas es analitica en C, +1

Obs. — Euler habria demostrado que (2 Z% = n__
n=1"

Obs.— Se tiene que 1 < {(x) < 2 para z > 1




Definicion (Producto infinito)
o0
Sea {zn} < C. Decimos que el producto infinito Hzn converge si:

n=1

a) Existe N € Z™ tal que z;, 20, VE>= N

n
b) lim H z;. existe y es finito no nulo

n—0 =N

o0 o0
Obs.- Si Hzn converge, entonces Hzn =0 < 2z, =0paraalgun 1<k <N

=] n=1




Definicion (Convergencia uniforme de productos)

0
Sea Q ¢ C region y f : € — C sucesion de funciones. Decimos que el producto infinito H(l + [, (z))
converge uniformemente en Q si: n=l
a) Existe N € Z" tal que f,(z) # -1, VE> N, V2 € Q
m
b) La sucesion de productos parciales H (1 + /. (z)) converge uniformemente en Q a p(z) # 0
n=N

Teorema 2 (Criterio M para productos)

Sea Q < C region y f :€Q — C sucesion de funciones tales que:

1) ‘fn(z)‘SMn VneN, VzeQ
Z)ZMn<oo
n=1 m

entonces H(l + fn(z)) converge uniformememente

n=1




P 2
Ejemplo. — EI producto infinito H 1- z_2 converge uniformemente en D(0,R), R >0

n=1 n

Dem. - Sea z € D(0,R)

2
A

e Consideremos f (z) = S f.(2)=-1 < z=4n, pero como z € D(0, R) entonces para n > R, f (2) # -1
n

e Veamos que converge uniformemente. Consideremos n > R

EN
a) ‘fn(z)‘ = > < . =M

R2
b) ZMn=Z—2<oo

n>R n>R T

. por el criterio M el prodcuto parcial converge uniformemente .. el prodcuto infinito converge uniformemente

para cada D(0,R), R >0



Teorema 3 (Analiticidad de productos infinitos)

o0
Sea Q < C region y f : € — C sucesion de funciones. Si el producto H(l + fn(z))converge uniformemente en
compactos de Q y ademas [ es analitica Vn € N, entonces: n=1
o0
1) P(z) = H(l + fn(z)) es analitica en Q
n=1
2) P(z,) =0 para algun 2z, € Q < f (2,)=-1 para algun n € N
= 2z
Ejemplo. — P(z) = H 1- — | es entera y se anula unicamente en z € Z\{0}, con orden 1
n=1 n

Dem. — Por lo anterior vimos que converge uniformemente para cualquier D(0,R), R > 0, por lo que converge para

compacto en C. Entonces por el teorema 5, P(z) es analiticay P(z)=0 < z=2n

Como P(z) converge uniformemente en D(0, R) entonces existe N € N tal que Vn > N se tiene que f (z) = -1

N 2 0 2
2 z
=L I I 1- Fo I I 1- — | ¥ entonces el orden de cada cero es 1
n=1 =Nl



X 2

z
Tenemos pues que la funcion ¢(z) = zH I — | ©s entera con ceros de orden 1 en Z

=l n

e igualmente la funcion sin(mz) es entera con ceros de orden 1 en Z

sin(mz) ; :
= ) es escencialmente una funcion entera que no se anula
9(z
. . sin(7mz
— dUna rama del logaritmo, esto es, existe h entera tal que (( ) ) L)
9(z
o0 22
. h
= sin(nz) =e (Z)ZH o e™?) es constante, y ademas e"?) = &
=1 n
~ 2 sin(nz) - 2
' - e X i et
sin(mz) nzH = = H :
=L n = n

) o0
Si tomamos z — 22 obtenemos el resultado de Euler sin(z) =& H 11— &

7T yA
=l



Tenemos pues que

i 2 e’ —e”* T iz)° = 4

: o0 2
sinh(z 2
y entonces (2) = H 1+ > 5 | € entera con ceros en z = *mi, +2m1,..
< ik nn
sinh(z
Considererando z € D(0,7) tendremos que 9) es entera y no nula, por lo que existe una rama del logaritmo
2
sinh(z

, i.e, Log( ( ))existe y es analitca en D(0,7), con ello

Z

sinh(z = 2
Log( Logl_[[pr j:ZLog{pr 'z 2]+c
n=1 mn
o0

= otz ———22 Z 2z i i 2m2
= m=

12 + 1 PO o n* z/nn
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Extension analitica de £ y {(n), n € Z




Definicién (Extension analitica)

Sean f: Q, c C— C, g:Q, c C— C analiticas con Q; < Q, regiones. Si g es tal que f(s) = g(s) Vs € Q,

diremos que g extiende analiticamente a f

Definicion (Funcion Gamma)

Definimos a la funcion Gamma de Euler (I') como:

-1
1 B o0
[(s)=—e YSI |(1+i] oS/
$ i n

donde y es la constante de Euler

Proposiciéon 3

La funcion I' esta bien definida y es meromorfa en C con polos simples en Z _,

Dem. —

(0.0)
Basta probar que 1/F(s) = SEls | I (1 + i]e_s/n es entera con ceros de orden 1 en Z _,
3 <

n=1



Proposicion 4

Si s € C\Z_, entonces s n

['(s) = lim n H £

_|_
n—oo S kzls k

Corolario

SineN = I'(n+1)=n!

|
OF(l)zlimn H : = lmm— = lime =1
1+k now (n+1)! nowon+l

s+1 n 1 n

S
SRs : 7L SN

e[(s+1)= lim n!I I—zshm
n—o §+ 1 k—18+1+k nsos§+1+n s G

kazsr(s) L T

ol'(n+l)=nl'(n)=n(n-I'(n-1)=...=n!T'(1) = n!



Corolario (Formula de reflexion

Para cada s € C\Z_ se tiene que T'(s)['(1-s)=— ik
- sin(ms)
Bem=
SR —s N n 2
1 k 1
[(s)[(1 - 5) = T(s)(=8)[(=s) = —s lim 2= [——-2_J[—— = lim - L e T

o =i 2 2 00 9 i
e e Gt M o £ N o e i SH[l_S] sin(ms)

k=1 |

Teorema 4 (Representacion Integral de Gamma)

Sise C+ entonces I'(s) = jwts_le_tdt
0

Definicién (Funcion Omega de Jacobi)

Yz > 0 definimos




Teorema 5 (Primera Ecuacién Funcional)

Sea s € C+ + 1 entonces

o0

s(s — 1)7c_8/2f(3/2)g(s) =1+s(s— 1)_[

1 (x8/2_1 g (5+D)/2 ) o(x)dx

Dem.~ Sea s € C, +1, entonces

F(S/Q) = t8/2_1e_tdt Haciendo ¢ = ntn’z = F(s/2) = (75712)5/2_171712 xs/z—le—ﬁ?%Qxdx o n5/2n8 xS/Q_le_mzxdx
0 0 0

—s/2 1 ®© slo 1 _pp? —s/2 — [© s/21 —mn? © 2 1IN —nn?
R s/ F(S/Q)_SZJ. JJS/ e TTT IR 3/ F(S/Q)C(S) :ZIO :ES/ e TTE g :-" IBS/ Ze n xdm
=1 n=I:

n 0 0
— g T(s/2)¢(s) = jwms/ o(z)dz = I t “Lo(z)dz + j &l 271 o(2)d Haciendo & = —
0 Jo 1 y
=T (5/2)5(s) = ; (81_ 5 + J?x‘“”v Yo(z)dz + Looxs/ “lo(z)dz N o(l/z) = x2_ Ly Jao(x)




Definicién (Funciéon Xi de Riemann)

Sea s € C, definimos a la funcion X7 como

&(s)=1+s(s—1)j

o0

1 (:138/2_1 (542 ) o(x)dx

Teorema 6

La funcion  esta bien definida y es entera

Obs.— VseC, E1-s)=E&(s)

Teorema 7 (Extension Analitica de la funcion Zeta)

La funcion { se extiende analiticamente a todo el plano complejo excepto en s =1 y se cumple la ecuacion funcional

1;3)g(1—s) Vs # 0,1

wPTE)(s) = w0

Dem. — Tenemos que para s € C_ +1
71'8/ 2 1

s(s — Tc_S/Q S ST G S
(5= 0T/ 205 = 56) = 86 = e




71;5/2

T F(sl /2) &(s) extiende analiticamente a  en C\{1}

1-s
2

)E(1 - s) n

Por ultimo tenemos que s(s — 1)75_8/ 21“(;)@(5) =E&(s) =&l -5)=s(s— 1)75_(1_8)/ A




: (-)"'2*"B, ,,
e Ya vimos que para n>1, |{(2n)= 2l L
n)!

e Ahora por lo anterior tenemos que para s € C\{1} se tiene que

7‘58/2
BT

(-2n)/2 1 12 1

55 3, s §2n) = G(-2m) = £(~2n)

C(s) el B ) F(—Zn/ 2) =2n(—2n = 1) I'(-n)

~0 = {(-2n)=0

pero

e Ahora, teniendo la ecuacion funcional

1-s

2)(;(1—5) :>7I_S/2F(£ 1+s l-s._,1+s

S :71:_(1_3)/2 —S
=) S5 -9

nPTE)e(s) = P

e R B e L SR e

SR I ) cos(ms/2)




2n
e Tenemos que G(s) = . :leys 5 T 6_3/2” :l
. guc Sg) SF(S/Q) 2 2g(1+2nj TR 2
TCS/Q 1 TcS/2 2 gl
Por o que s) = -2 o E(s) = T GE() = 0=




Obs. — 1 .
1 = == =R MGl
O £0)=-= % : 2
1 b 1
@ C( =) =5 Z—=1+2+3+ =
12 - 12
n=17
i, Que pasa con {(2n+1),n>17
e Fuler conjeturo que {(2n +1) = ﬁn2n+1, sin embargo no pudo demostrarlo usando su metodo.

e Euler en 1772 encontro una "formula de recurrencia" para ¢(3)

A G(2k)
e G
o 7 ;22"5(2“1)(2“2)



e A lo largo de los anos mas personas encontraron otras representaciones para { en impares

eEn el afio 1978, Roger Apéry en apoyo de Henri Cohen, Hendrik Lenstra y Alfred van der Poorten, dio una prueba
de que {(3) = 1.20205.... es un numero irracional hoy conocida como la constante de Apéry

Su prueba no se pudo extender a otros valores
e En el ano 2000, Tanguy Rivoal demostro que hay una infinidad de n € N tales que {(2n + 1) es irracional

e En el anio 2001, V. Zudilin, demostro almenos uno de los cuatro numeros {(5), {(7), £(9),(11) es irracional

e En el ano 2002, Cvijovic y Klinowski, demostraron la siguiente representacion integral para los impares

n—lqn
L2n+1) = (2212 > j 2n+1j B, .,(z)cot(nz)dr

e Mas aun, se tiene que

y ademas

=~ | —

Z{C@”)}:% y i{§(2n+1)}:




Demostrar la
hipotesis de  Entender de

qué va la
hipotesis de
Rieman y luego
demostrarla
Entender alguna
f-"* hipotesis y luego  Entender Ia formular
B demostrarla hiptesis que  alguna
o massor hipétesis
j * h;:* ;
. . " g
\FSE/ F 3
WY 4
s L~
Primer Segundﬂ Ultimo semestre M ?
- o, aestria
semestre semestre siendo tesista < Doctorado

memes matebriticas

n—lomn
C(Qn i 1) = (—1) 2 7_c2fn,+1J‘1

0

B, .,(z)cot(nz)dz

5 n—122n—1B
Gon) = (P 2mL gl g S
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