
Lorenzo Antonio Alvarado Cabrera

Del problema de Basilea a los números de Bernoulli:
Valores exactos de la función Zeta

3/Noviembre/2022

 Los numeros de Bernoulli y el problema de Basilea
 Productos infinitos y la funcion 
 Extension analitica de  y ( ),  n n

−
− ζ
− ζ ζ ∈ 



Los numeros de Bernoulli y el problema de Basilea
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Por lo que tenemos los siguientes resultados
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Definición
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  Podemos calcular los numeros de Bernoulli hayando su funcion generadora•
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Proposición 1 (Leonhard Euler-1735)
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Sin embargo Euler fue criticado por la suposicion de tratar a las series como polinomios.



Productos infinitos y la funcion ζ



Definición (Función Zeta)
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Definición (Producto infinito)
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Definición (Convergencia uniforme de productos)
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Teorema 3 (Analiticidad de productos infinitos)
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Definición (Extensión analítica)

1 2 1 2Sean : ,  :  analiticas con  regiones. Si  es tal quef g gΩ ⊆ → Ω ⊆ → Ω ⊆ Ω    1( ) ( ) f s g s s= ∀ ∈Ω

diremos que  extiende analiticamente a g f

Definición (Función Gamma)
Definimos a la funcionGamma de Euler ( ) como:Γ

1

1

1( ) 1 s ns

n

ss e e
s n

−∞
−γ

=

 
Γ = + 

 
∏

donde  es la constante de Eulerγ

Proposición 3

0La funcion  esta bien definida y es meromorfa en  con polos simples en ≤Γ  

Dem. −

0
1

Basta probar que 1 ( ) 1  es entera con ceros de orden 1 en s ns

n

ss se e
n

∞
−γ

≤
=

 
Γ = + 

 
∏ 



Proposición 4

0Si \  entonces s ≤∈ 

1
( ) lim

ns

n k

n ks
s s k→∞

=

Γ =
+∏

Corolario

Si   ( 1) !n n n∈ ⇒ Γ + =

Dem. −
1

1
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1 1 ( 1)! 1
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  ( 1) ( )s s s∴ Γ + = Γ



Corolario (Formula de reflexión)

0Para cada \  se tiene que  ( ) (1 )
sin( )

s s s
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π
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 
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Teorema 4 (Representación Integral de Gamma)

Si  entonces s +∈ 1
0

( ) s ts t e dt
∞ − −Γ = ∫

Definición (Función Omega de Jacobi)
0 definimosx∀ >

2

1
( ) xn

n
x e

∞
−π

=

ω = ∑



Teorema 5 (Primera Ecuación Funcional)
Sea 1 entonces s +∈ +

( )2 2 1 ( 1) 2
1

( 1) ( 2) ( ) 1 ( 1) ( )s s ss s s s s s x x x dx
∞− − − +− π Γ ζ = + − + ω∫

Dem. − Sea 1,  entoncess +∈ +

2 1
0

( 2) s ts t e dt
∞ − −Γ = ∫ 2Haciendo t n x= π

2 22 1 2 1 2 2 12 2
0 0

  ( 2) ( )s s s sn x s n xs n n x e dx n x e dx
∞ ∞− − −−π −π⇒ Γ = π π = π∫ ∫

22 2 1
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1  ( 2)s s n x
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s x e dx
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∞− − −π⇒ π Γ = ∫
22 2 1
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s s x e dx
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0
1

s n x
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x e dx
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2 2 1
0

  ( 2) ( ) ( )s ss s x x dx
∞− −⇒ π Γ ζ = ω∫

1 2 1 2 1
0 1

( ) ( )s sx x dx x x dx
∞− −= ω + ω∫ ∫

2 ( 1) 2 2 1
1 1
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2

xx x x−
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1Haciendo x
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Definición (Función Xi de Riemann)

Sea ,  definimos a la funcion  comos Xi∈

( )2 1 ( 1) 2
1

( ) 1 ( 1) ( )s ss s s x x x dx
∞ − − +ξ = + − + ω∫

Teorema 6
La funcion  esta bien definida y es enteraξ

 ,  (1 ) ( ). sOb ss s∀ ∈− ξ − = ξ

Teorema 7 (Extensión Analítica de la función Zeta)
La funcion  se extiende analiticamente a todo el plano complejo excepto en 1 y se cumple la ecuacion funcionalsζ =

2 (1 ) 2 1( ) ( ) ( ) (1 )  0,1
2 2

s ss ss s s− − − −
π Γ ζ = π Γ ζ − ∀ ≠

Tenemos que para 1Dem.  s +− ∈ +

2
2 1( 1) ( 2) ( ) ( )   ( ) ( )

( 1) ( 2)

s
ss s s s s s s

s s s
− π

− π Γ ζ = ξ ⇒ ζ = ξ
− Γ



2 1 ( ) extiende analiticamente a  en \{1}
( 1) ( 2)

s
s

s s s
π

∴ ξ ζ
− Γ



2Por ultimo tenemos que ( 1) ( ) ( ) ( )
2

s ss s s s−− π Γ ζ = ξ (1 ) 2 1(1 ) ( 1) ( ) (1 )
2

s ss s s s− − −
= ξ − = − π Γ ζ −



1 2 1
22( 1) 2

Ya vimos que para 1,     (2 )
(2 )!

n n
nnB

n n
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− −−
• ≥ ζ = π

Ahora por lo anterior tenemos que para \{1} se tiene ques• ∈

2 ( 2 ) 2
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Ahora, teniendo la ecuacion funcional•
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¿  Que pasa con (2 1), 1?n nζ + ≥
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2 1 Euler conjeturo que (2 1) nan
b

+• ζ + = π , sin embargo no pudo demostrarlo usando su metodo.

 Euler en 1772 encontro una "formula de recurrencia" para (3)• ζ

2

2
1

(2 )(3) 1 4
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 A lo largo de los años mas personas encontraron otras representaciones para  en impares• ζ

En el año 1978, Roger Apéry en apoyo de Henri Cohen, Hendrik Lenstra y Alfred van der Poorten, dio una prueba •

de que (3) 1.20205.... es un numero irracionalζ ≈ yh a y cc on nc sd t ao no tl e  o da em  o Ao c  péri

Tanguy Rivoal demostro que hay una infinidad de  tales que (2 1) es irracional En el año 2000, n n• ∈ ζ +

 demostro almenos uno de los cuatro numeros (5), (7), (9), (11) es irracional En el año 2001, V. Zudilin,• ζ ζ ζ ζ

Su prueba no se pudo extender a otros valores

Cvijovic y Klinowski, demostraron la siguiente representacion integral para los impares En el año 2002,  •
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