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              Parte I: 
La conjetura de Bateman-Horn
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¿Existen  primos

   de la forma +1?

infinitos

n

Surgen restricciones:

2Si  impar  1 parn n⇒ +

pero abra mas, ya que por ejemplo

28 par  8 1 65 compueston = ⇒ + = =



¿Existen infinitos enteros  tales que  y  sean prim2 os?n n n +

Se estudia de forma simultanea los polinomios:

1 2( )   y   ( ) 2f n n f n n= = +

sLas parejas (3,5),  (5,7), (11,13) y (17,19) son ejemplos d primos  gemeloe

No hay prueba de su infinitud

sPodemos dar una formulacion gene familiasra  de  pol inr ol a a miop

1 2 ,D t,  ,...ada una familia de pol ]inomios queremos estudiar los en eros  [  k nf f f x∈ 

1 2 ( ),  ( ),...,  ( )kf n f n f n
para los cuales los valores

son todos simultaneamente primos

Dos objetivos:
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 Demos rar qu  a  n initos  con esta propiedad
  Estimar la cantidad de estos hasta un limit  

n
x







Sean ,  con 1 y ( , ) 1. Entonces la progresion aritmetica a b a a b∈ ≥ =

El caso de  es el primer antecedente al problemaun polinomio lineal

Teorema (Dirichlet 1837 y posterior)

an b+
contiene una infinidad de primos.

Sean ,  con 1 y ( , ) 1. Entonces el polinomioa b a a b∈ ≥ =

Teorema (Dirichlet 1837 Reescrito)

1( )f n an b= +
genera una infinidad de primos.

Este es un resultado de infinitud

En  llego el primer resultado de densidad1896

Las condiciones:
1

 ( , ) 1
a

a b
• ≥
• =

obstrucc dS ioneon para evitar  en la primalidas



{ }Si ( ) # :  primo ,  entoncesx p x pπ = ≤

Teorema (TNP 1896)

2

1( ) : ( )
log( )

x
x dt li x

t
π =∫

Teorema (TNP Reescrito)

{ }1 1Sea ( )  y definimos ( ) # : ( ) es primo ,  entoncesf n n x n x f n= π = ≤

2

1( )
log( )

x
x dt

t
π ∫

Y se tiene la version de densidad para Dirichlet:

1Sean ,  con 1 y ( , ) 1. Consideremos ( )  y definimosa b a a b f n an b∈ ≥ = = +

Teorema (Dirichlet)

entonces
{ }, ( ) # : ( ) es primoa b x n x f nπ = ≤

1

,
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( )a b
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ax li x li x
a p

−
 

π = − ϕ  
∏



Sin embargo atacar mas de un polinomio o uno cuadratico permanese inalcanzable

Conjetura de los primos gemelos (Hardy y Littlewood)

1 2Si ( )  y ( ) 2 entoncesf n n f n n= = +

{ }
1 2( , ) 1 2 22

1( ) # : ( ),  (n) son primos
(log )

x
f f x n x f n f C dt

t
π = ≤ ⋅ ∫

2
3

1con 2 1 0.6601....
( 1)p

C
p≥

 
 = − ≈
 − 

∏ (   )Metodo del Circulo

¿Como generalizamos estas ideas?

2 11 2Sean  de grado  respectivamente, tales que:,  ,.. , ,...,.,  [ ]k kh hf f f x h∈ 

Definición (Familia adecuada)

1

 Cada  es  sobre  y tiene coeficiente principal positivo.
 El producto :  

(no existe un primo  que divida a ( ) pa )
no tiene divisores i

ra todo

irreduci
s

b
pr mos fijo
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1 aen tal caso decimos que la familia : ( ,..., ) c es uad adekf f f=



¿Cual es la probabilidad de todos los  sean primos simultaneamente?if

1 1 es primo con probabilidad   ( ) es primo con probabilidad 
log log ( )i

i
n f n

n f n
≈ ⇒ ≈

si ser primo es un evento independiente "tendriamos" que

1 1 1

1 1 1 1
log ( ) log ( ) log log (log )k

k k kf n f n h n h n h h n
≈ ≈ =

  

 sumando sobre todos los posibles  hasta n x∴

{ }1( ) # :  ( ),..., ( ) son todos primosf kx n x f n f nπ = ≤

21 1

1 1 1 1

(log ) (log )

x

k k
k kn x

dt
h h h hn t≤

≈ ≈∑ ∫
 

sin embargo esto no es cierto, los eventos de ser primos no son independientes
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1 2( ) ,  ( ) 2f n n f n n= = +



Conjetura de Bateman-Horn

1 2 1 2Sean ,  ,...,  [ ] de grado , ,...,  respectivamente, . Sifamilia adecuadak kf f f x h h h∈ 

entonces

{ }1( ) # :  ( ),..., ( ) son todos primosf kx n x f n f nπ = ≤

21

( ) 1( )
(log )

x
f k

k

C f
x dt

h h t
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

:Constand te donde ( ) es  la denominad ae Batem n-Horn oad , definida comC f

( )1( ) : 1 1
k

f

p

N p
C f

p p

−   
 = − −      

∏

 .    .  anali aE zaron las obstrucciones r hn 196 euristio c2 d ma  e fPaul T Bateman y Roger A Horn
y conjeturaron lo siguiente:

{ }con ( ) : #  (mod ) :  ( ) 0 (mod )fN p a p f a p= ≡



1 2Para 2 con ( ) ,  ( ) 2k f n n f n n= = = +

{ } 1 si 2
( ) : #  (mod ) :  ( 2) 0 (mod )  

2 si 2f
p

N p a p a a p
p

 =
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f x C f dt
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Teorema (Bateman-Stemmler)

1 2 1 2Sean ,  ,...,  [ ] de grado , ,...,  respectivamente, . familia adecuadak kf f f x h h h∈ 

Entonces para  suficientemente grandex
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      Parte II: 
La medidad zeta



Definimos una medidad de probabilidad en los enteros

Para 1,  definimos la variable aleatoria  tal que:ss N>

Definición (Distribución zeta)

1 1[ ] : ,  1,2,...
( )s s

N n n
s n

= = =
ζ



1 1

1 1 [ ] : 1
( )s s

n n
N n

s n

∞ ∞

= =

= = =
ζ∑ ∑ 

Sus momentos positivos pueden calcularse explícitamente: 
( )[ ] ,  1

( )
q

s
s qN s q

s
ζ −

= > +
ζ



En particular, la esperanza es finita nicamente para 2, y la varianza para 3. ú s s> >

11
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M

s s s
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ζ ∑


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¿Existe alguna normalización de  que produzca una distribución límite no trivial?sN



Sea  , entonces se tiene( 1) log( )s sY s N= −

1
 Exp(1) 

D

s s
Y

+→
→

 trabajaron en una versión del célebre  en este 
contexto probabilístico.  Si ( ) denota el n mero de factores primos distintos de  y
C teorema de r Erdős–Kac

ú
anston y Peltzer
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Mas aun, si ( ) denota la valuacion adica de ,  entonces:pv n p n−

( ) ( )s
p sv N Geo p−



siendo independientes entre cada primo p

Una propiedad util de esta medida es que:

1 1

1 1 1[ | ] [ ]
( ) ( )

s s s s
m n

d N N md
s md d

∞ ∞

= =

= = = =
ζ∑ ∑ 

1de modo que si ,..,  son primos distintos:rp p

1 1 1
1

1[ | ,..., | ] [ | ] [ | ] [ | ]
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s r s r s s r ss
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p p
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
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Para estudiar nuestros polinomios necesitaremos además una propiedad sobre las 
. Para cualquier módulo fijo , tenemos el límite:

clases 
residuales d

 (mod )

1 1[  (mod )]
( )s s

n r d
N r d

s n≡

≡ =
ζ ∑

10

1 1 1 1( 1)
( ) ( 1)( )s sm

s
s d s dmd r +

∞

→=

= − =
ζ −+
∑ 

1

1 lim [  (mod )]ss
N r d

d+→
∴ ≡ =

por lo tanto, se sigue inmediatamente que

1

( )
lim [ | ( )] f

ss

N d
d f N

d+→
=

Una vez definida la distribución zeta, necesitamos escoger una variable aleatoria que 
 de los valores de nuestros polinomios.

detecte 
la primalidad

Funcion de Von Mangold: log si ( )  
0 e.o.c

kp n pn
 =Λ = 




1De esta manera, para la familia  el producto ( ,..., )kf f f=

1
( ( ))

k

i
i

f n
=

Λ∏
es  solo si todos los polinomios son primos (o potencias de primos)no nulo

vEsta idea generaliza a la funcion  de Chebysheψ

Definición

1 2 1 2Sean ,  ,...,  [ ] de grado , ,...,  respectivamente, . familia adecuadak kf f f x h h h∈ 

Definimos
( ) ( ( )) ( ( ))f i i

n x
x f n f n

≤

ψ = Λ Λ∑ 

( ) ( )
n x

x n
≤

ψ = Λ∑

Teorema (Bateman-Stemmler)

iB ,at yema sn-Ho  es cierta s   ol )o si,n  )r ( (f x C f xψ 

Acotar potencias primas mayores y sumacion de Abel



Nuestra propuesta consiste en evaluar estos coeficientes en el índice aleatorio sN

Es decir, definimos la esperanza

( ):= ( ( ))
k

f i s
i i

s f N
=

 
 Ω Λ
 
 
∏

¿Es finita? ¿Como se comporta cuando 1 ?s +→

1
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 la esperanza ( ) es finita para todo 1f s s∴ Ω >

Proposición

 S ( ) ( )i  f x C f xψ ⇒

1
lim ( ) ( )fs

s C f
+→
Ω =

Esto muestra que nuestra esperanza conserva la informacion artimetica del problema



¿Qué información podemos recuperar si logramos demostrar directamente ese límite?

1
lim ( ) ( )fs

s C f
+→
Ω =

Teorema

Se tiene que

1
1 )

 l
( (

im ( ) ( )    ( ) log
)

fs x
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is C f C f x
n

f n
+

=

→ ≤

∏
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Λ
∑ 

dSi bien es un resultado mas , nos preserva la informacionl" i" nb fd id ne  ei itu 

Corolario

1

1

existen infinitos índices  en los que todos los polinomios 

( ),..., ( ) toman valores primos simultaneamente

S lim ( ) ( )i , entonces, fs

k

n

f n f n

s C f
+→
Ω =

aD  em.   y   Karama- tTeorema Tauberiano deStieltjes



           Parte III: 
Acercamientos a la prueba



Identidad de Golomb

1Sea 1 y enteros ,.., 1  coprimos dos a dos. Entonces se tiene:kk a a≥ >
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Λ∏ para poder aplicarlo necesitaremos nuevas condiciones para nuestros polinomios

Definición (Familia admisible)

2 11 2Sean  de grado  respectivamente, tales que:,  ,.. , ,...,.,  [ ]k kh hf f f x h∈ 

1
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 Cada  es  sobre  y tiene coeficiente principal positivo.
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{ } { }, 2  es adecuada        4 1,4 1  es admisiblen n n n+ ↔ − +

Proposición (Marc Hindry y Tanguy Rivoal)
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¿Que hacemos entonces?
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