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Primeras observaciones

Los  son parte de la cultura general de los matemáticosnúmeros primos

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,37,...

aEncontrar el siguiente termino de la secu be ac sa te a nn t ea  e c oi ms pa lr i u t a cadn



Primeras observaciones

En   probó que la suma de los reciprocos de los números primos:Leonhard Euler1737
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Leonhard Euler (1707 1783)−

es una serie .divergente Los primos son " " en el conjunto de los enteros.bastante densos



Primeras observaciones

arbitraria sE mente a gras nde esxist n e p cios  entre primo

( 1)! 2,  ( 1)! 3,  ( 1)! 4,  ... ,  ( 1)! ( 1)n n n n n+ + + + + + + + +

La  distancia entre primos es 2 ( )r primosm  gemen eloso



Primeras observaciones

Mas tarde ( )  en su libro 
 desarrollo y conjeturo lo siguiente:

 Lege d1798 n re     Essai sur la Théorie des
Nombres

Adrien-Marie Legendre (1752-1833)

{ }( ) #  y  es primo 1
p x

x p p x p
≤

π = ∈ ≤ = ∑

Para un desarrollo mas analitico definimos la función:

( ) 1Si  donde ( ) es un polinomio de grado  entonces
( )

x P x m
x P x

π


1  converge !!!
p p∑

"Por lo tanto" 
( ) 1  

log( )
x

x A x B
π

+




Primeras observaciones

aref1 in0 años despues  la conjea tura 

( ) 1  
log( ) 1.08366

x
x x

π
+



)Carl Friedrich Gau  (1777s -1855s

 en una carta (1849) menciona observar en 
1792-1793 (15 años) que:
Gauss

( ) 1  
log( )

x
x x

π


Teorema del Número Primo

( )  
log( )

xx
x

π 

función conta sSea ( ) la  de primos, entoncedoraxπ

 y  no pudieron probarloG Le eauss gendr



Primeras observaciones



Primeros pasos

vNo hubo avance hasta la l  Ce ha ea bd yg d  e shel

)Pafnuti Chebysho  (1821-1894v

En 1850 demostró

1 2 1 2( ) ,   0< 1
log( ) log( )

x xC x C C C
x x

< π < < <

nnueM vaa  , ft ua na co ic ón nas ún  r b j  o  una  de aproximació

2

)Loga t1( )    (
lo

mri o Integral recor
g

rida
( )

x

Li x dt
t

= ∫

Teorema del Número Primo (Refinado)

( ) ( ) x Li xπ 

Sea ( ) la función contadora de primos, entoncesxπ



Primeros pasos

(0.89) ( ) ( ) (1.11) ( ),   0Li x x Li x x< π < >>

¿ ( ) ( )?x Li xπ <



Primeros pasos

¿Cómo lo hizo? ( )  una expres aano tiene ión an lític sencilla xπ

peso logar oC itmicohebyshev le dio un  a los primos y defini

( ) log( )
p x

x p
≤

ϑ = ∑ ( ) log( )
np x

x p
≤

ψ = ∑
Funciones de Chebyshev

( )   ( )     ( )
log( )

xx x x x x
x

π ⇔ ϑ ⇔ ψ  

Su importancia radica en

Gracias a sus esfuerzos logró probar que

( )Si lim  existe entonces debe ser igual a 1
log( )x

x
x x→∞

π

aDurante los  años no se pudo p5 robarp  laroximos 0 exist enci



La función Zeta

El punto de inflexion surgio en 1859 con Riemann

1

1 1( )   1
1x x

n p
x x

n p
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∑ ∏

La funcion zeta:
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Euler logro demostrar que
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Bernhard Riemann (1826 1866)−



Funciones en el Analisis Complejo

¿Donde es analitica?

¿Cual es el maximo dominio de analiticidad?

¿Cuales son y como son sus singularidades?

¿Cuales son sus ceros?

1

1( ) : ,  Re( ) 1
s

n
s s

n

∞

=

ζ = >∑

La función Zeta



aConsideraremos a la , un ejemplo clasico G contF inuo acm id o nc  u a na ae ln ii m a ticn

1
0

( ) : ,  0x tx t e dt x
∞ − −Γ = >∫

1
0

( ) : ,  Re 0 s ts t e dt s
∞ − −⇒ Γ = >∫

( 1) !,  n n nΓ + = ∈ 

1729

   la funcion  se extiende analiticamente a⇒ Γ

0donde tendra polos simples en ≤todo el plano complejo 

¡No se anula!



Funcion Xi de Riemann ξ

2 1 2 1
1

( ) : 1 ( 1) ( ) s ss s s x x x dx
∞ − − − ξ = + − ω +  ∫

 Esta bien definida  s∀ ∈ 

 La funcion  es  enteraξ

de donde 21 1( ) ( ) ,   Re 1 
( 2) ( 1)

ss s s
s s s

⇒ ζ = ξ π >
Γ −

¿Donde esta definida la parte derecha?

Las unicas "singularidades" posibles son 0 y 1s s= =

0
pero 0 es removible pue e1s  xi e1lim

( 2)
st

s s s
s

→ Γ
=



Definición
función ze :ta de RieSe define a la  como la extena sion anm alitn ican

de la funcion Zeta. Siendo analitica en todo el plano complejo excepto en 1.s =

{ }21 1( ) ( )   \ 1
( 2) ( 1)

ss s s
s s s

ζ = ξ π ∀ ∈
Γ −



¿Y la ecuacion funcional?

)Es facil comprobar que la funcion  cumple ( ) (1s sξ = ξ −ξ

2( 1) ( 2) ( ) ( )ss s s s s−− π Γ ζ = ξ (1 )s= ξ − (1 ) 2( 1) ((1 ) 2) (1 )ss s s s− −= − π Γ − ζ −

Ecuación Funcional de ζ

2 (1 ) 2 1
2 2 2

( ) ( ) ( ) (1 ),   0,1s ss ss s s− − −π Γ ζ = π Γ − ζ − ≠



¿Cuales son sus singularidades y ceros?

21 1( ) ( )
( 2) ( 1)

ss s
s s s

ζ = ξ π
Γ −

1De su continuacion analitica es evidente que solo tiene una singularidad en  s =

 pa oe la o  s su i mm pd s  n lee ,

1
( 1 2 ) 2 2 2

2

( )
 ( ) (1 )

( )

s
s

s
s s− +

Γ −
⇒ ζ = π ζ −

Γ

1( ) 2 sin( ) (1 ) (1 ),    0,1
2

s s ss s s s− π
ζ = π Γ − ζ − ≠

Formula de Reflexion de Euler

( ) (1 )
sin( )

z z
z

π
Γ Γ − =

π

despejando  de esta expresion:ζ



{ }21 1( ) ( )   \ 1
( 2) ( 1)

ss s s
s s s

ζ = ξ π ∀ ∈
Γ −



de la ecuacion:

Ceros triviales de la funcion :   2 ,   n nζ − ∈ 

podemos obtener de aqui son los pares negativos

¿Hay más?

En principio es dificil de responder, por ello les T rde vnom ainar  Ceros No i i leemos de la cs  fun ion ζ

haremos un analisis de las regiones libres de ceros



1( ) 2 sin( ) (1 ) (1 )
2

s s ss s s− π
ζ = π Γ − ζ −

1

1 1( )   Re 1
1s s

n p
s s

n p

∞

−
=

 
ζ = = >  − 

∑ ∏1( ) 2 sin( ) (1 ) (1 )
2

s s ss s s− π
ζ = π Γ − ζ −La franja critica de la función ζ

Los ceros no triviales



Los ceros no triviales

La franja critica de la función ζ { }:  0 Re 1z z∈ ≤ ≤

De la continuacion analitica:

( ) 0  ( ) 0s sζ = ⇔ ξ =

21 1( ) ( )
( 2) ( 1)

ss s
s s s

ζ = ξ π
Γ −

ademas cumple:

 ( ) (1 )s s• ξ = ξ −  ( ) ( )s s• ξ = ξ

Si  es cero no tri b1vial   tam ienρ ρ⇒ −

Si  es cero no trivial   tambienρ ⇒ ρ

Si  es cero no tri b1vial   tam ienρ ρ⇒ −





2

ceros no
polo en 1triviales ceros triviales

1( )
1 ( 2)

s

s

s
s s s

=

π
= ξ

− Γ




La hipótesis de Riemann

"Los   de la función  viven en la recta con "No Triviaceros les 1Re
2

s =ζ

pero hay un problema...

¿Existen ceros no triviales si acaso?



La  de Riemann fue considerar la función idea clave
1( )

np x

x
n

<

Π = ∑ (Función Pi de Riemann)

Por ejemplo,

1 2 3 4 1 2 1 1 1 1 1 12 ,2 ,2 ,2 20 3 ,3 20 5 20 7 20 11 20 13 20 15 20 17 20

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1(20)
1 2 3 4 1 2 1 1 1 1 1 1

< < < < < < < <

               
Π = + + + + + + + + + + +               

               

Se puede reorganizar a

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1(20)
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 3 1 4 1
       

Π = + + + + + + + + + + +       
       

Por lo tanto se obtiene que

1/

1

1( ) ( )n

n
x x

n
π

∞

=

Π = ∑

Formula Explicita
¿Que relación hay entre ( ) y ( )?s xζ π



Formula de Inversión de Möbius

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )  1x x

n n
n x n x

G x F F x n G x
≤ ≤ ≤ ≤

= ⇔ = µ ∀ ≥∑ ∑

Supongamos que ( ) y ( ) son funciones de valor complejo definidas en [1, ),
entonces

F x G x ∞

Riemann uso lo siguiente

Obteniendo que 

1/

1

( )( ) ( )n

n

nx x
n

µπ
∞

=

= Π∑
)Ahora, relacionaremo ( ) s co   a n (s xζ Π

Formula Explicita

1( 1)( )
0 . .

k
kn p pn

e o c

 − =µ = 






Tomemos la expresión 1( )
1 s

p
s

p−
ζ =

−
∏

log ( ) log(1 )s

p
s p−⇒ ζ = − −∑( ) 0,  Re( ) 1s sζ ≠ >

1

ns

p n

p
n

∞ −

=

= ∑∑

A continuación utilizamos que
1

n

ns s

p

p s x dx
∞

− − −= ∫
Para escribir

1

1

1log ( )
n

s

p n p

s s x dx
n

∞∞
− −

=

ζ = ∑∑ ∫

1

0

( ) ss x x dx
∞

− −= Π∫

0

( )sx d x
∞

− Π∫

Formula Explicita



Por lo tanto
1

0

log ( ) ( )    (Re( ) 1)ss x x dx s
s

∞
− −ζ

= Π >∫

¿Como podemos ? ¿Como obtinvertirl ?a ( ) en tn ermi no s m d (e e os a e )x sΠ ζ

Transformada de Mellin
La  de una función  está definida como:transformada de Mellin f

{ } 1

0

( ) ( ) ( )sMf s s x f x dx
∞

−= ϕ = ∫
Ademas,

1

0

1( ) ( )   ( ) ( )
2

c i
s s

c i

s x f x dx f x x s ds
i

∞ + ∞
− −

− ∞

ϕ = ⇔ = ϕ
π∫ ∫

Formula Explicita



Riemann obtuvo queUsando esto 

1 log ( ) ( )    ( 1)
2

a i
s

a i

sx x ds a
i s

+ ∞

− ∞

ζ
Π = >

π ∫

función eLuego, Riemann analizo la  llegando a la conclusión qu( )sξ

1( ) 1
2

ss
ρ

 
ξ = − ρ 

∏
Recordando que

Se obtiene que 
/21 1 1( ) 1

2 ( 1)(1 )
2

s ss
s s

ρ

 
ζ = π − − ρ Γ +

∏

( 1)∗

Formula Explicita

21 1( ) ( )
( 2) ( 1)

ss s
s s s

ζ = ξ π
Γ −



Aplicando logaritmo

log ( ) log 2 log log( 1) log 1 log 1
2 2
s s ss s

ρ

   
ζ = − + π − − − Γ + + −   ρ   

∑

1 log ( ) ( )
2

a i
s

a i

sx x ds
i s

+ ∞

− ∞

ζ
Π =

π ∫
Y como

Sustituyendo en esta expre Riemann es demos tróion  qu

2
 ( ) ( ) ( ) log 2 ,    1

( 1)logx

dtx li x li x x
t t t

∞
ρ

ρ

Π = − − + >
−

∑ ∫

0

( )
log

x
dtli x PV

t
= ∫

( 2)( 3)∗ ∗

Formula Explicita



Así la  encontrada por Riemann para ( ) esformula explicita xπ

1/

1

( )( ) ( )n

n

nx x
n

µπ
∞

=

= Π∑

2
 ( ) ( ) ( ) log 2 ,    1

( 1)logx

dtx li x li x x
t t t

∞
ρ

ρ

Π = − − + >
−

∑ ∫

donde

Los últimos terminos de esta expresión fs ie avue tlven insigni c n es  cuando x → ∞

 ( ) ( ) ( )x li x li x ρ

ρ

Π ≈ −∑

1/ /

1

( )( ) ( ) ( )n n

n

nx li x li x
n

ρ

ρ

µπ
∞

=

 
 ⇒ ≈ −
 
 

∑ ∑

Formula Explicita



( ) ( ) ( )x R x R x ρ

ρ

π ≈ −∑ 1/

1

( )( ) ( )n

n

nR x li x
n

µ∞

=

= ∑

Formula Explicita



Formula Explicita






Formula Explicita

1( ) 1
2

ss
ρ

 
ξ = − ρ 

∏ ( 1)∗

2
 ( ) ( ) ( ) log 2 ,    1

( 1)logx

dtx li x li x x
t t t

∞
ρ

ρ

Π = − − + >
−

∑ ∫ ( 2)( 3)∗ ∗

¿Y el TNP?

TNP  ( ) ( )x li x⇔ Π 

Existen detalles



El TNP

Durante los proximos 30 a no hubo .ñ progros eso ..

sE  m en np or so  o dd en   1i 0  e d e añou

)Jacques Hadamard (1865-1963 (1854-1925)von Mangoldt )de la Vallée Pouss  (1866n -1962i



El TNP

Retomando
log ( ) log(1 )s

p
s p−ζ = − −∑

( ) log
( ) 1

s

s
p

s pp
s p

−

−

′ζ
− =
ζ −

∑
Derivando

1

log
sk

p k

p
p

∞

=

= ∑∑

1

( )
s

n

n
n

∞

=

Λ
= ∑

donde
log( ) :

0 . .

kp n pn
e o c

 =Λ = 


Función de Von Mangoldt

( ) ( )
n x

x n
≤

ψ = Λ∑



El TNP

1

( ) ( )   Re( ) 1
( ) s

n

s n s
s n

∞

=

′ζ Λ
− = >
ζ ∑

?( )¿  m e nx  r ts em rs ma i (Co no e sp e a do   o  e )n sΛ ζ

Formula de Inversión de Perrón

1
,convS erga e  ae bl s oe li u t( a) m Reupong mos qu  a s r e    para nte e( ) 1s

n
n

f s a n s−

≥

= >∑

1
((Re( ) 1) ),  0,  Re( ) 1s

n
n

a n O s s− −α

≥

= − α > →∑

eestriq cta eue ( ) e,  con  m nt  r( ) , y qc ecie untena A n A n<

0Entonces para cualquier (1, ],  1,  y 1 / 2b b T x N∈ ≥ = +

1 (2 )log( )
2 ( 1)

b iT s b

n
n x b iT

x x xA x xa f s ds O O
i s TT b

+

α
≤ −

   
 = + +   π −   

∑ ∫



El TNP

0

Tomamos 1 1 / log ,  como 1 / 2 entonces log log(3 / 2) con lo
cual 1 1 / log(3 / 2) 4. Así, tomamos 4 y por lo tanto

b x x N x
b b

= + = + ≥
≤ + < =

21 ( ) log( )
2 ( )

x

s

n x

s x x xn ds O
i s s T

≤ γ

 ′ζ
 Λ = − +
 π ζ  

∑ ∫

1

( ) ( )( ) ( )  ( )
( )s

n

n sa n n f s
sn

∞

=

′Λ ζ
= Λ ⇒ = = −

ζ∑

( ) log : ( )n n A nΛ < =

2

1

( ) ((Re( ) 1) )
s

n

n O s
n

∞
−

=

Λ
= −∑

( )xψ =



El TNP

oA continuación toma cm os ne to  l orn 

1 2 3xΓ = γ + γ + γ + γ

T iT− +

T iT− −

Con lo cual

1 ( ) ( )Res ,
2 ( ) ( )

s ss x s xds
i s s s s

ρΓ

 ′ ′ζ ζ
 = ρ
 π ζ ζ 

∑∫

Las  de ,  1,2,3 cuando 
 se anulan, así

aportaciones k k
T

γ =

→ ∞

( )( ) Res ,
( )

ss xx
s s

ρ

 ′ζ
 ψ = ρ
 ζ 

∑



El TNP

( )Singularidades de  
( )

ss x
s s
′ζ
ζ

Singularidad Tipo Residuo

1s =

0s =

2s n= −

s = ρ

Polo simple

Polo simple

Polo simple

Polo "simple"

x

(0) / (0) log 2′−ζ ζ = − π

2 / 2nx n−

/x ρ− ρ



El TNP

2

1
( ) log 2

2

n

n

x xx x
n

∞ − ρ

= ρ

ψ = − π + −
ρ∑ ∑

2 1( ) log 2 log(1 )1
2

x x x
x x x

− ρ−

ρ

ψ π −
= − + −

ρ∑

21log 2 log(1 )
2

xx x
ρ

−

ρ

= − π + − −
ρ∑

El TNP es equivalente a

( )  x xψ ∼ ( ) lim 1
x

x
x→∞

ψ
⇔ =

1
 lim 0

x

x ρ−

→∞
ρ

⇔ =
ρ∑



El TNP

1
0TN  limP

x

x ρ−

→∞
ρ

⇔ =
ρ∑

1x ρ−

ρ
ρ∑

1x ρ−

ρ

≤
ρ∑

Re( ) 1x ρ −

ρ

=
ρ∑

Re( ) 1 0TNP p⇔ − <

( ) no se anula en Re( ) 1s sζ =

Re( ) 1TNP p⇔ <



El TNP

Teorema de De La Valle-Poussin (1896)

constante nabsolutaExiste una   tal que 0 en la1  regióc< <

: : 1
log(| | 2)

cs it
t

 
Ω = = σ + σ ≥ − 

+ 

( ) no se .anulasζ






El TNP

El Teorema del Número Primo fue Probado!!!
(Clasica)

Despues de casi 100 años...



El TNP

!Gracias
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