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Ideas de Euler v

En 1734 Leonhard Euler soluciono el denominado problema de Basilea:

§

S

Leonhard Euler (1707 —1783) | Pietro Mengoli (lo propuso en 1650)

Unos siglos antes (XIV) Nicole Oresme habia probado que la serie arménica era divergente




Ideas de Euler v

En ese mismo anio (1734) Euler dio una generalizacion de su resultado
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Jacob Bernoulli (1654-1705)

Sin embargo no tuvo exito con las potencias impares...

3 ANOS despues...
Euler encontro una relacion entre la serie armonica y un producto infinito

En 1737 dio un argumento de que
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Ideas de Euler v

y mas aun...
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Euler siguio trabajando con esta funcion a la cual denominaremos "Funcién Zeta" {(x)

de la cual nos interesara el siguiente resultado:
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La extension de Riemann v

Bernhard Riemann (1826 — 1866) Leonhard Euler (1707 —1783)

1846 a los 19 anos| — Ingreso a la universidad de Gotinga,

estudiando filologia y teologia

1847 a los 20 anos |— Se traslado a la universidad de Berlin recomendado

por Gauss para estudiar matematicas, sin embargo

debido a protestas regreso a Gotinga a los dos afnios

1854 a los 27 anos |— Sento las bases para la geometria riemaniana dando su

primera conferencia

1859 a los 32 anos | Presento su tesis doctoral titulada

"Sobre el numero de primos menores a una cantidad dada"



La extension de Riemann

Riemann se intereso por los trabajos de Euler
(}Y si....7 reC?

Si consideramos s € C ;Que podemos decir de la funcion:

., Cual es su dominio?

Converge para todo s € C con Re(s) > 1

VIL

Ueber dic Anzabl der Primzahlen unter einer
gegebenen Grosse,

(Monatsberichte der Derliner Akademie, November 1859.)

Meinen Dank fiir die Auszeichnung, welche mir die Akademic
durch die Aufoahme unter ihre Correspondenten hat zu Theil werden
lassen, glaube ich am besten dadurch zu erkennen zu geben, dass ich
von der hierdurch erhaltenen Krlaubniss baldigst Gebrauch mache
durch Mittheilung einer Untersuchung iiber die Hiufigkeit der Prim-
zahlen; ein Gegenstand, welcher durch das Interesse, welches Gauss
und Dirichlet demselben lingere Zeit geschenkt haben, einer solchen
Mittheilung vielleicht nicht ganz unwerth erscheint.

Bei dieser Untersuchung diente mir als Ausgangspunkt die von
Luler gemachte Bemerkung, dass das Product

T 1 i
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I
wenn fiir p alle Primzahlen, fiir »n alle ganzen Xahlen gesetzt werden,
Dic Function der complexen Veriinderlichen s, welche durch diese
beiden Ausdriicke, so lange sie convergiren, dargestellt wird, bezeichne
ich durch £(s). Beide convergiren nur, so lange der reelle Theil von
s grosser als 1 ist; es lisst sich indess leicht ein immer giiltig blei-
bender Ausdruck der Function finden. Durch Anwendung der Gleichung
ch— ne ga—1 g = “-56—,: )

.
]

erhiilt man zuniichst
ne—1) e = [ S

]

"Sobre el numero de primos
menores a una cantidad dada'
1859
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La extension de Riemann v
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. Donde es analitica?

.,Cual es el maximo dominio de analiticidad?

..Cuales son y como son sus singularidades?

* ¥ ¥ *

..Cuales son sus ceros?




La extension de Riemann w
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;Donde es analitica?

Resulta ser que la funcion { es analitica en Q := {s e C:Res> 1}

Se hace uso del criterio M de Weierstrass y la convergencia normal

1 1 — 1
= < , VneN OZ—<oo pues p > 1
n np nzlnp

. el criterio M de Weiestrass la funcion converge absoluta y uniformemente

. converge uniformemente en subconjuntos compactos de Q

. es analitica en Q

mas aun, Riemann probo que el producto de Euler aun era valido
1
—S
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j Res>1



Continuacion Analitica v
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..Cual es el maximo dominio de analiticidad?

f(z) = Z 2" esta definida y es analitica en D(0,1)

n=1

pero sabemos que para ‘z‘ <1

= 1
)= 2" =
nZ:; 1-2

sin embargo ¢g(z) = existe y es analitica para todo z # 1

1—-2

en este caso decimos que ¢(z) es una continuacion analitica de f(z)

;. Como encontramos una continuacién analitica para (7



Continuacion Analitica v
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Principio de continuacion analitica

Sean f,g: Q — C analiticas donde Q es abierto y conexo.

Si f(z) = g(z) para Vz € A < Q subconjunto con un punto de acumulacién , entonces

f(z) = 9(z) VzeQ

..Que fue lo primero hecho por Riemann?

Recordemos que Euler probo: {(z) = , x>1

= ((s) = - — Res >1
1-2 n=1 n
1 0 _1 n+1
pero =) existe para Res > 0
1 _ 21—8 nS




Continuacion Analitica v
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es una continuacion analitica para { a Res >0

sin embargo...

Consideraremos a la Funcion Gamma, un ejemplo clasico de continuacion analitica
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Continuacion Analitica

Es facil probar que, para Res > 0:

de donde

= I se continua analiticamente a Res > —1 con un polo simple en s =0
['(s+2)

[(s+2)=(s+D(s+1) = (s + 1)sT(s) = I(s)= 51 1)s

= la funcion I' se extiende analiticamente a

todo el plano complejo donde tendra polos simples en Z _

iNo se anulal
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Continuacion Analitica v

Rumbo a la ecuacion funcional de la funcion

Sea s € C, con Res>1

S © -1 —
_) — Io ts/Q 16 Lt haciendo ¢ = —TCTL233 con n € N

= r(%) :IOO( mn x)S/Q -1 —mn xnn2dx — 7'5_8/2 ir(i) :J~0 335/2_16—Ttn2xdx

0 02

— _5/ 2 Z I 8/ 2-lg=mn xd:l] (por convergencia dominada)

sumando
_ _ 2
:I 1138/2 126 10 :L’dx
0

()

= J;)OO :1:5/2_1co(x)dx




Continuacion Analitica

para la integral




Continuacion Analitica v
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Funcion Xi de Riemann &

O Esta bien definida Vs e C

O La funcion £ es entera

! nS/Q, Res >1

dodonde (s =D NG) =86) = €0) = 86) e

.Donde esta definida la parte derecha?

Las unicas "singularidades" posibles son s =0y s =1

— existe

pero s = 0 es removible pues lim

B s—0T(s/2) s
¥
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Definicion

Se define a la funcion zeta de Riemann como la extension analitica:

Continuacion Analitica v

1 1
=) I'(s/2) s(s—1)

&(s) 7% WseC \ {1}

de la funcion Zeta. Siendo analitica en todo el plano complejo excepto en s = 1.

.Y la ecuacion funcional?

Es facil comprobar que la funcion & cumple &(s) = §(1 — s)

s(s - Dm 7 20(5/2)5(s) = &(s) = £ —s5) = s(s — D 1720((1 = 8)/2)(1 - 5)

Ecuacién Funcional de

21 )(1—s), s#0,1

)e(s) = m 7 r(L -

s
2




Continuacion Analitica

despejando  de esta expresion:

= C(s) = n(—1+23)/2 Mg(l —s)
res)
C(S) _ 287'C$_1
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Formula de Reflexion de Euler

T

HL = 2) = sin(mz)

®

sm(?)m —8)1-5), s#0,1




Unico polo y ceros w
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;,Cuales son sus singularidades y ceros?

De su continuacion analitica es evidente que solo tiene una singularidad en s =1

1 7'58/2

1
) =) e o

ademas es un polo simple, esto se puede probar utlizando

®©  \ntl
C(s) = ! =) para Res >0

1 . 21—5 - nS

por lo que no hay mas que discutir




Unico polo y ceros w oS w
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de la ecuacion funcional:
£(s) =257 Sin(%)F(l —$)C(1—s)
los unicos ceros que podemos obtener de aqui son los pares negativos

Ceros triviales de la funcion {: —-2n, neN

JHay mas?

En principio es dificil de responder, por ello les denominaremos Ceros No Triviales de la funcion

haremos un analisis de las regiones libres de ceros
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Los ceros no triviales w
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La franja critica de la funcién ¢ {z eC: 0<Rez< 1}

De la continuacion analitica: :
|
1.5i |
1 1 5/2 758/2 1 [
s)=¢&(s T = s _
() <)F(s/2)s(s—1) E;(,_), s—1 sT(5/2) l1-p e : ® p
ceros no N i
triviales POlo en s=1 .o t1iviales " [
I
|
Ls)=0 < &(s)=0 05 ]
ademas cumple: :
|
— i
o £(s)=¢E(1—s) o §(s)=§(s) 02 (@ 02 04 | 08 08 1
I
|
Si p es cero no trivial = 1 - p tambien 05 :
I
Si p es cero no trivial = p tambien l
I
i |
Si p es cero no trivial = 1—p tambien 1 | B
l-pe I e@p
I
I
-1.5i I
I




La hipodtesis de Riemann v
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. . : 1
"Los ceros No Triviales de la funciéon § viven en la recta con Res = 5"

pero hay un problema...

., Existen ceros no triviales si acaso?
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La hipodtesis de Riemann v

Pero si hay algo que hizo

Para 7' > 0 definamos
N(T) = #{ceros no triviales p en el rectangulo 0 < Rez <1y 0 <Imz < T}

entonces de manera informal estimo que

T T
N(T) ~ —log—
( ) 27 g275

pero no lo probo como tal

Fue hasta 1895 que Hans von Mangold probo de manera rigurosa la afirmacion de Riemann

T T T
N(T)=—1log— ——+O(logT)
27 2T 271

y dado que N(T) — o cuando T'— o0 jHay infinitos ceros en la banda critica!

o=~ % +4(14.1347251417)



La hipotesis de Riemann v
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Pero G.H. Hardy fue mas alla

Piegel”

Hardy demostro que

1 L 1 ' ' L L ' ' 1 1 1 1 1 1 1 1
=20 -10 0 10 20
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La hipodtesis de Riemann v

Si consideramos unicamente () = (;(5 + it)







La hipodtesis de Riemann v

nstituto de
Matematicas

.. Y donde entran los primos en todo esto?

en 2019...



Demostrar la
hipotesis de  Entender de

Rlemann hipbtesis de
"'Cﬁ Rieman y luego
| = demostraria S sl
’P;-'. hipotesis y luego
-4 demostraria
| ~ i |
) 1 | t4 ¢ e "'r T
Primer Segu ndo  Ultimo semestre

semestre semestre siendo tesista

Entender Ia formular
hipatesis que alg una

masesor  hipdtesis

B L

Maestria poctorado




La extension de Riemann w
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;Donde es analitica?

Resulta ser que la funcion { es analitica en Q := {s e C:Res> 1}

Hacemos uso del criterio M de Weierstrass y la convergencia normal

Sea K < Q) compacto probaremos que la funcion zeta converge absoluta y uniformemente en K

La funcién g(z) = Res es continua en K = alcanza su minimo, digamos s, € K con g(s,) =p > 1

ahora sea s € K

o0

1
= 1 < 1, VneN OZ—<oo pues p > 1

n nP e

. el criterio M de Weiestrass la funcion converge absoluta y uniformemente en K

. converge uniformemente en subconjuntos compactos de Q

. es analitica en Q)
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