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Ideas de Euler
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Unos siglos antes (XIV) había probado que la serie armónica era divergenteNicole Oresme 
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Pietro Mengoli (lo propuso en 1650)
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Leonhard Euler (1707 1783)−



Ideas de Euler

En ese mismo año (1734)  Euler dio una generalizacion de su resultado
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Sin embargo no tuvo exito con las potencias impares...

3 AÑOS despues...

Euler encontro una relacion entre la serie armonica y un producto infinito

Jacob Bernoulli (1654-1705)

En 1737 dio un argumento de que
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Ideas de Euler

y mas aun...
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)Euler siguio trabajando con esta funcion a la  "c Fa u ne co ii óa ne  o Z el tn an "m  u d m r s (xζ

de la cual nos interesara el siguiente resultado:
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La extensión de Riemann

Bernhard Riemann (1826 1866)−

1846 a los 19 años

Leonhard Euler (1707 1783)−

  Ingreso a la universidad de Gotinga
      estudiando filologia y teologia
→

1847 a los 20 años   Se traslado a la universidad de Berlin recomendado
      por Gauss para estudiar matematicas, sin embargo
      debido a protestas regreso a Gotinga a los dos años

→

  Sento las bases para la geometria riemaniana dando su
      primera conferencia
→1854 a los 27 años 

1859 a los 32 años   Presento su tesis doctoral titulada
      "Sobre el numero de primos menores a una cantidad dada"
→



La extensión de Riemann

Riemann se intereso por los trabajos de Euler

¿ Y si....? ?x ∈

"      
    "

                1859

Sobre el numero de primos
menores a una cantidad dada

Si consideramos  ¿Que podemos decir de la función: s ∈
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¿Cual es su dominio?

Converge para todo  con Re( ) 1s s∈ >
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La extensión de Riemann

Funciones en el Analisis Complejo

¿Donde es analitica?

¿Cual es el maximo dominio de analiticidad?

¿Cuales son y como son sus singularidades?

¿Cuales son sus ceros?

1

1( ) : ,  Re( ) 1
s

n
s s

n

∞

=

ζ = >∑



La extensión de Riemann

¿Donde es analitica?

criterio M l de WeieSe hace uso del y convs ergs enl cs ir a   na o r a rmat

{ }1Resulta ser que la funcion  es analitica en : : Res sζ Ω = ∈ >
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 el criterio M de Weiestrass la funcion converge absoluta y uniformemente∴

 converge uniformemente en subconjuntos compactos de ∴ Ω

 es analitica en ∴ Ω

más aun, Riemann probo que el producto de Euler aun era valido

1

1 1( )   Re 1
1s s

n p
s s

n p

∞

−
=

 
ζ = = >  − 

∑ ∏



Continuación Analítica

¿Cual es el maximo dominio de analiticidad?
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¿Como encontramos una continuación analitica para ?ζ



Continuación Analítica

Principio de continuación analítica
Sean  analiticas donde  es abierto y conexo., :f g ΩΩ → 

Si  para  subconjunto con un punto de acumulación( ) ( )f z g z z= ∀ ∈ Λ ⊂ Ω ,  entonces

( ) ( )  f z g z z= ∀ ∈Ω

¿Que fue lo primero hecho por Riemann?
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Continuación Analítica
1
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sin embargo...

aConsideraremos a la , un ejemplo clasico G contF inuo acm id o nc  u a na ae ln ii m a ticn
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Continuación Analítica

Es facil probar que, para Re 0:s >

( 1) ( )s s sΓ + = Γ

de donde
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   la funcion  se extiende analiticamente a⇒ Γ

0donde tendra polos simples en ≤todo el plano complejo 

¡No se anula!



Continuación Analítica

nR cum obo aa la  ecua  cion  fu i un l de la f ncion ζ

1Sea  con Re,s s∈ >
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Continuación Analítica
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Continuación Analítica

Funcion Xi de Riemann ξ
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Continuación Analítica

Definición
función ze :ta de RieSe define a la  como la extena sion anm alitn ican

de la funcion Zeta. Siendo analitica en todo el plano complejo excepto en 1.s =
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Continuación Analítica
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Único polo y ceros

¿Cuales son sus singularidades y ceros?
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por lo que no hay mas que discutir

esto se puede probar utlizando



Único polo y ceros

1( ) 2 sin( ) (1 ) (1 )
2

s s ss s s− π
ζ = π Γ − ζ −

de la ecuacion funcional:

Ceros triviales de la funcion :   2 ,   n nζ − ∈ 

los unicos ceros que podemos obtener de aqui son los pares negativos

¿Hay más?

En principio es dificil de responder, por ello les T rde vnom ainar  Ceros No i i leemos de la cs  fun ion ζ

haremos un analisis de las regiones libres de ceros
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Los ceros no triviales



Los ceros no triviales

La franja critica de la función ζ { }:  0 Re 1z z∈ ≤ ≤

De la continuacion analitica:

( ) 0  ( ) 0s sζ = ⇔ ξ =

21 1( ) ( )
( 2) ( 1)

ss s
s s s

ζ = ξ π
Γ −

ademas cumple:

 ( ) (1 )s s• ξ = ξ −  ( ) ( )s s• ξ = ξ

Si  es cero no tri b1vial   tam ienρ ρ⇒ −

Si  es cero no trivial   tambienρ ⇒ ρ

Si  es cero no tri b1vial   tam ienρ ρ⇒ −





2

ceros no
polo en 1triviales ceros triviales

1( )
1 ( 2)

s

s

s
s s s

=

π
= ξ

− Γ




La hipótesis de Riemann

"Los   de la función  viven en la recta con "No Triviaceros les 1Re
2

s =ζ

pero hay un problema...

¿Existen ceros no triviales si acaso?



La hipótesis de Riemann

Pero si hay algo que hizo

Para  definamos 0T >

{ } 0 I# ceros no triviales en el rectangu) 1( Rl  0 mo e y z TN zT ρ ≤= ≤ ≤≤

entonces de manera informal estimo que
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Fue hasta  que  probo de manera rigurosa la afirmacion de RiemannHans von Mangold1895
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y dado que ( )  cuando N T T→ ∞ → ∞ ¡Hay infinitos ceros en la banda critica!
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La hipótesis de Riemann

G.H. Hardy áPero  fue mas all

Hardy definio a la función auxiliar:
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La hipótesis de Riemann






La hipótesis de Riemann

en 2019...

¿ Y donde entran los primos en todo esto?





La extensión de Riemann

¿Donde es analitica?

criterio M l de WeieHacemos uso del y convs ergs enl cs ir a   na o r a rmat

{ }1Resulta ser que la funcion  es analitica en : : Res sζ Ω = ∈ >

Sea  compactoK ⊂ Ω probaremos que la funcion zeta conv ne irg fa obs molu me  y u r e en  a tet en K
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 el criterio M de Weiestrass la funcion converge absoluta y uniformemente en K∴

 converge uniformemente en subconjuntos compactos de ∴ Ω

 es analitica en ∴ Ω
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